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Chteˇl bych zde podeˇkovat me´mu vedouc´ımu Mgr. Petru Kova´rˇovi, Ph.D. za jeho cenne´
rady a pomoc, bez n´ızˇ by tato bakala´rˇska´ pra´ce nemohla nikdy vzniknout.
Da´le bych ra´d podeˇkoval vsˇem kamara´d˚um a prˇ´ıbuzny´m, kterˇ´ı meˇ beˇhem studia podpo-
rovali, hlavneˇ my´m rodicˇ˚um.
1Abstrakt
Tato pra´ce je zameˇrˇena na vyuzˇit´ı graf˚u s takzvany´m 1-VMV ohodnocen´ım, pro ktere´
se v posledn´ı dobeˇ vzˇil alternativn´ı na´zev
”
distance magic ohodnocen´ı“. Pra´ce shrnuje
zna´me´ vy´sledky v oblasti distance magic ohodnocen´ı graf˚u, ovsˇem hlavn´ım prˇ´ınosem je
popis induktivn´ı konstrukce distance magic graf˚u, ktere´ lze pouzˇ´ıt prˇi pla´nova´n´ı neu´plny´ch
sportovn´ıch turnaj˚u. Nav´ıc oproti zada´n´ı bakala´rˇske´ pra´ce je zde cˇa´st zameˇrˇena´ na mozˇnost
urcˇite´ prˇ´ıme´ cˇi neprˇ´ıme´ dominance v teˇchto turnaj´ıch, ktera´ zajist´ı kazˇde´mu u´cˇastn´ıkovi
turnaje (hra´cˇi cˇi ty´mu) stejnou sˇanci sta´t se tzv. kra´lem turnaje. Tato problematika nebyla
zat´ım v zˇa´dne´ literaturˇe rˇesˇena.
Kl´ıcˇova´ slova: distance magic, kra´l turnaje, spravedlivy´ turnaj, vyrovnany´ neu´plny´
turnaj
Abstract
This thesis is focused on the use of graphs with a 1-VMV labeling, which is recently
called
”
distance magic labeling“. Thesis sums up known results in the area of distance
magic graphs which can be used for scheduling incomplete sports tournaments. In addi-
tion to the assigment of thesis there is a part focused on possibility of direct or indirect
domination in these tournaments to ensure every member in tournament (player or team)
can become a so–called king of tournament. This issue has not been addressed in any
literature before.
Keywords: distance magic, king of tournament, fair tournament, equalized incom-
plete tournament
Seznam pouzˇity´ch symbol˚u a zkratek
G = (V,E) – Graf G s mnozˇinou hran E a mnozˇinou vrchol˚u V
|E| – Velikost mnozˇiny E
Kn – Kompletn´ı graf na n vrcholech
Km,n – Kompletn´ı bipartitn´ı graf na m+ n vrcholech
Pn – Cesta na n vecholech
Cn – Cyklus na n vecholech
N(v) – Mnozˇina vsˇech sousedn´ıch vrchol˚u vrcholu v
1-VMV – 1-Vertex Magic Vertex
k – Magicka´ konstanta
EIT – Vyrovnany´ neu´plny´ turnaj
f(v) – ohodnocen´ı vrcholu v
V1 ∩ V2 – Pr˚unik mnozˇin V1 a V2
G ∪H – Sjednocen´ı graf˚u G a H
G – Doplneˇk grafu G
ecc(v) – Excentricita vrcholu v
diam(G) – Pr˚umeˇr grafu G
G[H] – Kompozice graf˚u G a H
GH – Karte´zsky´ soucˇin graf˚u G a H
wf (v) – Va´ha vrcholu v prˇi ohodnocen´ı f
deg(v) – Stupenˇ vrcholu v
∆(G) – Maxima´ln´ı stupenˇ v grafu G
δ(G) – Minima´ln´ı stupenˇ v grafu G
CG – podgraf C4 komponenty G
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1 U´vod
Tato pra´ce zaby´vaj´ıc´ı se problematikou magicke´ho ohodnocen´ı graf˚u vznikala soubeˇzˇneˇ s
prac´ı me´ho spoluzˇa´ka Mateˇje Krbecˇka z te´zˇe oblasti [8]. Zat´ımco pan Krbecˇek ve sve´ pra´ci
mj. prˇina´sˇ´ı nove´ vy´sledky, ktere´ se ty´kaj´ı 14-pravidelny´ch 1-VMV graf˚u, ja´ jsem se zameˇrˇil
na popis nove´ konstrukce 1-VMV graf˚u, kde hlavn´ım c´ılem me´ho snazˇen´ı bylo zdokonalen´ı
vy´sledne´ho 1-VMV grafu, ktery´ byl vytvorˇen pra´veˇ touto novou konstrukc´ı, to vsˇe bude
obsahem kapitoly 2.
Na u´vod bych jesˇteˇ ra´d dodal, zˇe me´ prvn´ı sezna´men´ı se s problematikou 1-VMV ohodno-
cen´ı graf˚u bylo prostrˇednictv´ım pra´ce Adama Silbera [12], jedinou doposud cˇesky psanou
prac´ı na toto te´ma. Z cˇeske´ literatury mi dalˇs´ı oporou prˇi tvorbeˇ te´to pra´ce byla skripta
teorie graf˚u od Petra Kova´rˇe [4], neˇktere´ definice uvedene´ v podkapitole 1.1, pocha´zej´ı
pra´veˇ odsud.
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1.1 Pojmy a definice
Abychom se mohli veˇnovat magicky´m ohodnocen´ım graf˚u, je trˇeba nejprve nadefinovat
za´kladn´ı pojmy ty´kaj´ıc´ıch se graf˚u obecneˇ, vy´znam slova graf. Graf prˇedstavuje zna´zorneˇn´ı
neˇjake´ho proble´mu, d´ıky tomu lze dany´ proble´m jednodusˇeji rˇesˇit. Zkouma´n´ım graf˚u se
zaby´va´ matematicka´ discipl´ına zvana´ Teorie graf˚u, za jej´ıhozˇ zakladatele je povazˇova´n
zna´my´ matematik Leonhard Euler. Euler pomoc´ı grafu vyrˇesˇil proble´m Sedm most˚u meˇsta
Kra´lovce, ktery´ zneˇl:
”
je mozˇno prˇej´ıt vsˇechny mosty tak, aby na kazˇdy´ most ten, kdo se
o to pokousˇ´ı, vstoupil pouze jednou?“ Euler si kazˇdy´ brˇeh prˇedstavil jako vrchol a mosty
jako hrany grafu.
Obra´zek 1: Sedm most˚u meˇsta Kra´lovce a jejich zna´zorneˇn´ı grafem
Pro zaj´ımavost pote´ doka´zal, zˇe to nen´ı mozˇne´, nebot’ dany´ graf nelze nakreslit jedn´ım
tahem.
Protozˇe tato pra´ce se zaby´va´ vyuzˇit´ım takzvany´ch
”
magicky ohodnoceny´ch“ graf˚u prˇi
sportovn´ıch turnaj´ıch, mu˚zˇeme si zde vrcholy grafu prˇedstavit jako hra´cˇe (ty´my) a jed-
notlive´ hrany vza´jemne´ utka´n´ı mezi nimi. Nyn´ı ale prˇejdeˇme k matematicke´ definici grafu,
ktera´ zn´ı na´sledovneˇ.
Definice 1.1. Graf G je usporˇa´dana´ dvojice G = (V,E), kde V je mnozˇina vrchol˚u a E
je mnozˇina hran.
Oznacˇen´ı mnozˇiny vrchol˚u a hran vycha´z´ı z pocˇa´tecˇn´ıch p´ısmen anglicky´ch na´zv˚u pro
vrcholy (vertices) a hrany (edges). Prvky mnozˇiny V budeme znacˇit prˇirozeny´mi cˇ´ısly,
hrana mezi nimi prˇedstavuje mnozˇinu o dvou prvc´ıch (vrcholech, mezi ktery´mi dana´ hrana
vede), naprˇ´ıklad {1, 2}, zkra´ceneˇ zapisujeme 12.
Pozna´mka 1.1. V neˇktery´ch oborech je mezi prˇirozene´ cˇ´ıslo povazˇovana´ i nula, pokud
vsˇak my v te´to pra´ci mluv´ıme o prˇirozeny´ch cˇ´ıslech, mysl´ıme t´ım cela´ kladna´ cˇ´ısla.
1
2
3
4 5
Obra´zek 2: Graf G = (V,E), kde V = {1, 2, 3, 4, 5} a E = {12, 14, 23, 34, 45}.
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Existuje mnoho druh˚u graf˚u, ktere´ se vyskytuj´ı tak cˇasto, zˇe maj´ı i sve´ na´zvy. Nyn´ı
uvedeme ty nejza´kladneˇjˇs´ı z nich.
Prvn´ı skupinu graf˚u nazveme u´plne´ (kompletn´ı) grafy na n vrcholech Kn, kde n ≥ 1.
Je to graf, jehozˇ kazˇde´ dva vrcholy jsou spojeny hranou a kde pocˇet hran |E| = n(n−1)2 .
Obra´zek 3: U´plne´ grafy K4 a K5.
Grafy na n vrcholech, kde n ≥ 3, nazveme cykly (kruzˇnice), pokud jsou tyto vrcholy
spojeny n hranami do jednoho cyklu. Cyklus budeme znacˇit symbolem Cn.
Obra´zek 4: Cykly C3 a C4.
Cestou na n vrcholech Pn, kde n ≥ 1, nazveme graf, jehozˇ vrcholy jsou v rˇadeˇ za sebou
propojeny n− 1 hranami. Forma´lneˇ cestu mu˚zˇeme cha´pat jako posloupnost vrchol˚u, mezi
nimizˇ vede hrana, ale zˇa´dne´ vrcholy (a tedy ani hrany mezi nimi) se neopakuj´ı.
Obra´zek 5: Cesta P2 a P3.
Kompletn´ı bipartitn´ı graf Km,n, kdem ≥ 1 a n ≥ 1, je graf, jehozˇ vrcholy jsou rozdeˇleny
na dveˇ disjunktn´ı mnozˇiny (partity), kde hrany vedou mezi vsˇemi vrcholy nepatrˇ´ıc´ı do
stejne´ mnozˇiny a kde pocˇet hran |E| = mn. Podobneˇ mu˚zˇeme definovat multipartitn´ı graf.
Tedy obecneˇ kompletn´ım k-partitn´ım grafem, kde k ≥ 2, mı´n´ıme graf, jehozˇ vrcholy jsou
rozdeˇleny do k disjunktn´ıch mnozˇin, kde hrany vedou mezi vrcholy nepatrˇ´ıc´ı do jedne´
mnozˇiny.
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Obra´zek 6: Kompletn´ı bipartitn´ı graf K2,3 a kompletn´ı 3-partitn´ı graf K2,3,3.
Kdyzˇ uzˇ ma´me prˇedstavu, co si pod slovem graf prˇedstavit, zameˇrˇme se nyn´ı na pojem
”
magicke´ ohodnocen´ı“, ktery´ jako prvn´ı uvedl v roce 1963 J. Sedla´cˇek [11]. Zde to bude
konkre´tneˇ 1-VMV (1-Vertex Magic Vertex, cˇesky 1-vrcholoveˇ magicke´ vrcholove´) ohodno-
cen´ı, zna´me´ take´ pod na´zvem distance magic ohodnocen´ı, ktery´ zavedli Miller, Rodger a
Simanjuntak v cˇla´nku [9].
Pozna´mka 1.2. Pra´veˇ druhy´ zmı´neˇny´ pojem distance magic budeme v tomto textu pouzˇ´ıvat,
bez sklonˇova´n´ı a s vy´slovnost´ı
”
distanc medzˇig“. Protozˇe dostupna´ literatura je jen v an-
glicˇtineˇ, tak jsme se rozhodli termı´n neprˇekla´dat.
Ohodnotit vrcholy grafu znamena´ prˇiˇradit vrchol˚um hodnoty z mnozˇiny prˇirozeny´ch
cˇ´ısel. Tyto hodnoty mu˚zˇou pro prˇedstavu vyjadrˇovat s´ılu jednotlivy´ch ty´mu˚. Ohodnotit
vrcholy tak, aby graf byl distance magic znamena´ vrchol˚um grafu prˇiˇradit takove´ hodnoty,
zˇe soucˇet ohodnocen´ı sousedn´ıch vrchol˚u bude pro vsˇechny vrcholy stejny´. Sousedn´ı vr-
choly definujeme jako vrcholy mezi nimizˇ vede hrana. Naprˇ´ıklad sousedn´ı vrcholy vrcholu
oznacˇene´ho na obra´zku 2 cˇ´ıslem 1 jsou vrcholy 2 a 4.
Obecneˇ mnozˇinu vsˇech sousedn´ıch vrchol˚u neˇjake´ho vrcholu v budeme znacˇit symbolem
N(v). Matematicky mu˚zˇeme tedy distance magic ohodnocen´ı definovat takto.
Definice 1.2. Necht’ G = (V,E) je graf na n vrcholech. Bijekce f : V → {1, 2, . . . , n}
se nazy´va´ distance magic ohodnocen´ı grafu G, jestliˇze existuje cele´ cˇ´ıslo k takove´, zˇe
u∈N(v) f(u) = k pro vsˇechny v ∈ V . Konstanta k se nazy´va´ magicka´ konstanta ohodno-
cen´ı f.
31 2
1 3
24k=3
k=5
Obra´zek 7: Cesta P3 a bipartitn´ı graf K2,2 jako prˇ´ıklady distance magic ohodnocen´ı s
uvedenou magickou konstantou k.
V rˇecˇi turnaj˚u jde o to, aby soucˇet s´ıly protivn´ık˚u, se ktery´mi se dany´ ty´m utka´, byl
pro vsˇechny ty´my stejny´. Takovy´ turnaj se pak nazy´va´ Vyrovnany´ nekompletn´ı turnaj,
zkra´ceneˇ EIT (z anglicke´ho na´zvu Equalized incomplete tournament). Je tedy zrˇejme´, zˇe
distance magic ohodnocen´ı nelze pouzˇ´ıt u u´plny´ch turnaj˚u n ty´mu˚, ktere´ jsou modelova´ny
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kompletn´ımi grafy Kn, pokud n > 1.
V drˇ´ıveˇjˇs´ı cˇa´sti textu jsme uvedli neˇktere´ za´kladn´ı typy graf˚u-kompletn´ı graf, cyklus, cesta
a multipartitn´ı graf. V cˇla´nku [9] bylo doka´za´no, na jake´m pocˇtu vrchol˚u tyto grafy mohou
by´t distance magic:
- Kompletn´ı graf Kn je distance magic graf pra´veˇ tehdy, je-li n = 1,
- Cyklus Cn de´lky n je distance magic graf pra´veˇ tehdy, je-li n = 4,
1
2 3
4
Obra´zek 8: Distance magic graf C4.
Pozna´mka 1.3. M˚uzˇeme si vsˇimnout, zˇe graf C4 je vlastneˇ jinak zakresleny´ kom-
pletn´ı bipartitn´ı graf K2,2 z obra´zku 7.
- Cesta Pn je distance magic graf pra´veˇ tehdy, je-li n = 1 nebo n = 3 (viz obra´zek 7),
- Kompletn´ı m-partitn´ı graf, kde kazˇda´ partita je tvorˇena n vrcholy, pro m,n ≥ 2, je
distance magic pra´veˇ tehdy, je-li n sude´ cˇ´ıslo nebo n a za´rovenˇ m jsou licha´ cˇ´ısla.
Pozna´mka 1.4. Dalˇs´ı zna´me´ vy´sledky pro existenci distance magic graf˚u uva´d´ıme v pod-
kapitola´ch 1.2 a 1.3.
Du˚lezˇity´m pojem, ktery´ nyn´ı zavedeme je stupenˇ vrcholu. Stupenˇ vrcholu vyjadrˇuje
pocˇet hran, se ktery´mi je dany´ vrchol incidentn´ı. Vrchol v je incidentn´ı s hranou uv,
jestlizˇe je jej´ım koncovy´m vrcholem, tedy v ∈ uv. Stupenˇ vrcholu v v neˇjake´m grafu
G budeme znacˇit deg(v) (z anglicke´ho degree), kde nejveˇtsˇ´ı stupenˇ vrcholu v grafu G
oznacˇujeme ∆(G), nejmensˇ´ı stupenˇ znacˇ´ıme δ(G). Grafy se vsˇemi vrcholy stejne´ho stupneˇ
pak nazy´va´me pravidelne´ grafy.
Obra´zek 9: 3-pravidelny´ graf na sˇesti vrcholech.
Obecneˇ, pokud je dany´ graf r-pravidelny´, pak jeho vsˇechny vrcholy jsou stupneˇ r.
Pokud si opeˇt prˇedstav´ıme vrcholy grafu jako hra´cˇe, a jednotlive´ hrany jako vza´jemna´
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utka´n´ı mezi nimi, tak pravidelnost na´m rˇ´ıka´, zˇe se kazˇdy´ ty´m utka´ se stejny´m pocˇtem
souperˇ˚u. V prˇ´ıpadeˇ r-pravidelne´ho grafu kazˇdy´ hra´cˇ odehraje r za´pas˚u.
Veˇta 1.1. Soucˇet stupnˇ˚u v grafu je vzˇdy sudy´ a je roven dvojna´sobku pocˇtu hran. Tedy
v∈V (G) deg(v) = 2|E(G)|.
Du˚kaz Veˇty 1.1 je trivia´ln´ı, jestlizˇe z dane´ho vrcholu vede hrana, pak mus´ı v dalˇs´ım
vrcholu take´ koncˇit. Proto soucˇet stupnˇ˚u je vzˇdy sudy´ a roven dvojna´sobku pocˇtu hran.
V souvislosti se stupni byla v cˇla´nku [9] doka´za´na nutna´ podmı´nka pro existenci
distance magic ohodnocen´ı.
Veˇta 1.2. Nutna´ podmı´nka pro existenci distance magic ohodnocen´ı f grafu G na n vr-
cholech je kn =

v∈V (G) deg(v)f(v).
Abychom mohli popsat, zda je graf distance magic, zavedeme termı´n va´ha vrcholu.
Va´ha neˇjake´ho vrcholu v na´m da´va´ hodnotu soucˇtu ohodnocen´ı jeho sousedn´ıch vrchol˚u.
Va´hu vrcholu v ohodnocen´ı f budeme znacˇit wf (v). Matematicky zapsa´no wf (v) =

u∈N(v) f(u).
Pokud bude va´ha shodna´ pro kazˇdy´ vrchol grafu, pak je tento graf distance magic.
Pro konstrukci distance magic graf˚u, ktere´ se budeme veˇnovat v kapitole 2, bude trˇeba
zave´st na´sleduj´ıc´ı pojmy.
Rˇekneme, zˇe dva grafy G = (V1, E1) a H = (V2, E2) jsou disjunktn´ı, jestlizˇe V1 ∩ V2 = ∅ a
E1 ∩E2 = ∅. Sjednocen´ı teˇchto graf˚u pak znacˇ´ıme G∪H, kde G∪H = (V1 ∪V2, E1 ∪E2).
Definice 1.3. Doplneˇk grafu G je graf G, ktery´ obsahuje pra´veˇ ty hrany, ktere´ neobsahuje
graf p˚uvodn´ı.
1
2
3
4 5
Obra´zek 10: Doplneˇk grafu G z obra´zku 2.
Pozna´mka 1.5. Z definice je zrˇejme´, zˇe naprˇ´ıklad doplneˇk kompletn´ıho grafu Kn bude
graf, ktery´ nebude obsahovat zˇa´dne´ hrany.
Graf je mozˇne´ nakreslit r˚uzny´mi zp˚usoby. Jako prˇ´ıklad mu˚zˇeme uve´st jizˇ zmı´neˇny´ cyk-
lus C4 a bipartitn´ı graf K2,2. Takovy´m graf˚um pak rˇ´ıka´me, zˇe jsou isomorfn´ı. Matematicky
isomorfismus dvou graf˚u G = (V1, E1) a H = (V2, E2) definujeme jako bijektivn´ı zobrazen´ı
f : V1 → V2, kde kazˇde´ dva vrcholy u, v ∈ V1 jsou spojeny hranou v G pra´veˇ tehdy, kdyzˇ
f(u), f(v) ∈ V2 jsou spojeny hranou v H. Jiny´ prˇ´ıklad isomorfn´ıch graf˚u mu˚zˇeme videˇt na
na´sleduj´ıc´ım obra´zku.
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f(w)
y
f(y)
Obra´zek 11: Isomorfn´ı grafy G a H.
Automorfismus grafu G definujeme jako bijekci f : V (G) → V (G) a dva vrcholy
u, v ∈ V (G) jsou spojeny hranou, pra´veˇ tehdy, kdyzˇ f(u), f(v) ∈ V (G) jsou spojeny
hranou. Zjednodusˇeneˇ rˇecˇeno, automorfn´ı graf je isomorfn´ı graf sa´m se sebou.
u
x
w
v
w
v
u
x
Obra´zek 12: Automorfn´ı graf G, ve ktere´m se zobraz´ı f(u) = w, f(v) = x, f(w) = u a
f(x) = v.
Definice 1.4. Rˇekneme, zˇe graf G je vrcholoveˇ tranzitivn´ı, jestliˇze pro libovolne´ dva vrcholy
u, v ∈ V (G) existuje automorfismus ϕ, zˇe ϕ(u) = v.
Vrcholoveˇ tranzitivn´ı nemu˚zˇe by´t graf, ktery´ nen´ı pravidelny´ (ne kazˇdy´ vrchol ma´
stejny´ stupenˇ). Ovsˇem take´ neplat´ı, zˇe kazˇdy´ pravidelny´ graf je vrcholoveˇ tranzitivn´ı, jak
se mu˚zˇeme prˇesveˇdcˇit na na´sleduj´ıc´ım obra´zku.
v1
v2
v3
v4
v5
v6
v7
v8
u1 u2
u3
u4 u5
u6
Obra´zek 13: Vlevo graf G jako prˇ´ıklad pravidelne´ho grafu, ktery´ nen´ı vrcholoveˇ tranzitivn´ı
a vpravo graf H, ktery´ je pravidelny´ a za´rovenˇ vrcholoveˇ tranzitivn´ı.
Graf G na obra´zku 13 nen´ı vrcholoveˇ tranzitivn´ı, protozˇe naprˇ´ıklad v8 lezˇ´ı v cyklu
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v1v7v8, ale v3 ne, protozˇe mezi zˇa´dny´mi jeho sousedn´ımi vrcholy nevede hrana.
Na´sleduj´ıc´ı pojmy se budou ty´kat vzda´lenosti mezi dveˇma vrcholy grafuG, kde vzda´lenost
mezi dveˇma vrcholy definujeme jako de´lku nejkratsˇ´ı cesty mezi nimi.
Definice 1.5. Excentricita vrcholu v v grafu G je nejveˇtˇs´ı vda´lenost v od ostatn´ıch vrchol˚u
v G. Excentricitu vrcholu v budeme znacˇit ecc(v).
Naprˇ´ıklad excentricita kazˇde´ho vrcholu v bipartitn´ım grafu Km,n je 2, pokud m,n ≥ 1.
Pr˚umeˇr grafu G je nejveˇtsˇ´ı excentricita v grafu G. Pr˚umeˇr grafu G se znacˇ´ı diam(G) (z
anglicke´ho diameter). Cesta Pn je prˇ´ıklad grafu, jehozˇ pr˚umeˇr diam(Pn) = n− 1.
Da´le zavedeme pojmy souvislost, podgraf a komponenta grafu. Rˇekneme, zˇe graf je
souvisly´, jestlizˇe existuje cesta mezi kazˇdou dvojic´ı vrchol˚u grafu. Prˇipomenˇme, zˇe cesta
je definovana´ jako posloupnost vrchol˚u a hran, ktere´ se neopakuj´ı.
Podgrafem P grafu G nazy´va´me graf, ktery´ vznikne odstraneˇn´ım vrchol˚u (a hran, ktere´
jsou s teˇmito vrcholy incidentn´ı), prˇ´ıpadneˇ odstraneˇn´ım dalˇs´ıch hran p˚uvodn´ıho grafu G.
Pokud vynecha´me pouze hrany, ktere´ byly incidentn´ı s vynechany´mi vrcholy, pak takovy´
podgraf nazveme indukovany´. Oba typy podgraf˚u spolu s p˚uvodn´ım grafem G zna´zornˇuje
na´sleduj´ıc´ı obra´zek.
v1
v2
v3
v1
v4 v5 v4 v5
v3
v4
v3
v5
v1
Obra´zek 14: Zna´zorneˇn´ı grafu G, jeho indukovane´ho podgrafu H1 a podgrafu H2, ktery´
nen´ı indukovany´.
Komponentu mu˚zˇeme definovat jako maxima´ln´ı souvisly´ podgraf grafuG. Z toho plyne,
zˇe pokud je graf souvisly´, pak ma´ jedinou komponentu.
Kompozice (slozˇen´ı) graf˚u G a H je graf, ktery´ ma´ vrcholovou mnozˇinu V (G) × V (H) a
dva vrcholy (u1, v1) a (u2, v2) jsou spojeny hranou pra´veˇ kdyzˇ plat´ı u1 = u2 a za´rovenˇ
v1v2 ∈ E(H) nebo u1u2 ∈ E(G). Kompozici graf˚u G a H v tomto porˇad´ı budeme znacˇit
G[H]. Na na´sleduj´ıc´ım obra´zku je zna´zorneˇn prˇ´ıklad sestaven´ı kompozice graf˚u G a H pro
G = C3 a H = K2.
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Obra´zek 15: Kompozice graf˚u C3[K2].
Karte´zsky´ soucˇin dvou graf˚u G aH je graf, ktery´ ma´ vrcholovou mnozˇinu V (G)×V (H)
a dva vrcholy (u1, v1) a (u2, v2) jsou spojeny pra´veˇ kdyzˇ plat´ı u1 = u2 a za´rovenˇ v1v2 ∈
E(H) nebo v1 = v2 a za´rovenˇ u1u2 ∈ E(G). Karte´zsky´ soucˇin graf˚u G a H budeme znacˇit
GH.
K
3C
u2u3
u1
v1
v2
2 1(u ,v )21(u ,v )
3(u ,v )1
3(u ,v )2
2(u ,v )1
2(u ,v )2
1
Obra´zek 16: Karte´zsky´ soucˇin graf˚u C3K2.
Pozna´mka 1.6. Karte´zsky´ soucˇin je komutativn´ı operace (GH = HG). Kompozice
graf˚u komutativn´ı obecneˇ nen´ı (G[H] ̸= H[G]).
Dosud jsme v te´to pra´ci mluvili o grafech, jejichzˇ vrcholy byly spojeny hranou tak, zˇe
jsme nerozliˇsovali, jestli hrana vede z vrcholu v1 do vrcholu v2 nebo naopak. Pro urcˇite´ situ-
ace je ovsˇem uzˇitecˇne´ stanovit smeˇr hrany–naprˇ´ıklad pro zna´zorneˇn´ı silnic s jednosmeˇrkami
cˇi smeˇr toku proudu vody v rˇeka´ch cˇi potoc´ıch, ktere´ se do nich vle´vaj´ı. Tyto proble´my
pak mu˚zˇeme zakreslit pomoc´ı takzvany´ch orientovany´ch graf˚u. Orientovany´ graf definu-
jeme takto.
Definice 1.6. Orientovany´ graf G je dvojice G = (V,E), kde V je mnozˇina vrchol˚u a E
je podmnozˇina karte´zske´ho soucˇinu V × V .
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Hrany v orientovane´m grafu budeme zna´zornˇovat sˇipkami, kde sˇipku vedouc´ı naprˇ´ıklad
z vrcholu v1 do vrcholu v2 znacˇ´ıme (v1, v2). Prˇ´ıklad orientovane´ho grafu mu˚zˇeme videˇt na
obra´zku 17.
1
2
3
4 5
Obra´zek 17: Orientovany´ graf G s mnozˇinou hran E = {(1, 4), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (5, 4)}.
Vrat’me se zpeˇt k popisu proble´mu˚ pomoc´ı orientovany´ch graf˚u. Vezmeˇme si nyn´ı tur-
najovou problematiku. Prˇedstavme si, zˇe neˇktera´ utka´n´ı turnaje jsou jizˇ odehra´na a my
je chceme zakreslit pra´veˇ pomoc´ı orientovane´ho graf˚u (naprˇ´ıklad z d˚uvodu zkouma´n´ı cˇi
lepsˇ´ı prˇedstavy). Da´le prˇedpokla´dejme, zˇe v dane´m utka´n´ı nemu˚zˇe nastat remı´za, tedy
vzˇdy neˇjaky´ ty´m (hra´cˇ) mus´ı z tohoto utka´n´ı vyj´ıt v´ıteˇzneˇ (naprˇ´ıklad tenis nebo volejbal).
Pak, jestlizˇe hra´cˇ v1 poraz´ı hra´cˇe v2, tuto situaci v grafu zakresl´ıme sˇipkou (v1, v2), cozˇ
je orientovana´ hrana vedouc´ı z vrcholu v1 do vrcholu v2. Pokud by graf na obra´zku 17
zna´zornˇoval neˇjakou cˇa´st odehrane´ho turnaje, mu˚zˇeme z dane´ situace usoudit, zˇe hra´cˇ
cˇ´ıslo 4 ma´ zat´ım jasneˇ nejhorsˇ´ı bilanci–prohra´l vsˇechny sve´ za´pasy.
Nyn´ı se zameˇrˇme na jednotlive´ hra´cˇe a utka´n´ı odehrane´ mezi nimi. Chceme zjistit, zda
dany´ hra´cˇ mu˚zˇe by´t kra´lem. Kra´le turnaje definujeme na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem.
Definice 1.7. Vrchol u je kra´lem v orientovane´m grafu G, jestliˇze kazˇdy´ jiny´ vrchol v je
dostazˇitelny´ z u po neˇjake´ orientovane´ cesteˇ de´lky nejvy´sˇe 2.
Pokud bychom se opeˇt zameˇrˇili na obra´zek 17 zjist´ıme, zˇe se zde zˇa´dny´ kra´l nenacha´z´ı,
hra´cˇe 2 ani hra´cˇe 5 neporazil nikdo. Jestlizˇe ale v tomto grafu pozmeˇn´ıme orientaci
neˇktery´ch hran, pak uzˇ zde kra´le nalezneme, jak lze videˇt na na´sleduj´ıc´ım obra´zku.
1
2
3
4 5
Obra´zek 18: Zvy´razneˇny´ vrchol 1, ktery´ prˇedstavuje kra´le v orientovane´m grafu G.
Pra´veˇ na hleda´n´ı kra´le v distance magic grafech se, mimo jine´, zameˇrˇ´ıme v kapitole 2.
1.2 Prˇehled vy´sledk˚u
V te´to cˇa´sti uvedeme neˇktere´ zna´me´ vy´sledky zameˇrˇene´ na existenci cˇi neexistenci distance
magic graf˚u. Ty pocha´zej´ı z prˇehledove´ho cˇla´nku, ktery´ sepsali Arumugam, Froncˇek a
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Kamatchi [1]. Zde nav´ıc neˇktera´ tvrzen´ı pro lepsˇ´ı prˇedstavu zna´zorn´ıme obra´zky.
Veˇta 1.3. Jestliˇze G je netrivia´ln´ı distance magic graf a δ(G) = 1, pak bud’ G je isomorfn´ı
s P3 nebo G obsahuje jednu komponentu isomorfn´ı s P3 a ostatn´ı komponenty isomorfn´ı s
K2,2 = C4. Magicka´ konstanta k je pak rovna pocˇtu vrchol˚u grafu G.
Z Veˇty 1.3 vyply´va´, zˇe graf G je tedy bud’ cesta P3 s magickou konstantou k = 3 nebo
P3 ∪ tC4, kde magicka´ konstanta k = 4t + 3, pro t ≥ 1. Na´sleduj´ıc´ı obra´zek prˇedstavuje
situaci, kdy t = 2.
1
2
3
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10
9
8
7
5
6
Obra´zek 19: Distance magic graf P3 ∪ 2C4 na 11 vrcholech, kde magicka´ konstanta k je
rovna pocˇtu vrchol˚u grafu.
Veˇta 1.4. Graf G na n vrcholech je distance magic s magickou konstantou k = n + 1
tehdy a jen tehdy, je-li G = tC4, kde t je prˇirozene´ cˇ´ıslo.
1
2 7
8
5
6 3
4
Obra´zek 20: Distance magic graf 2C4 na 8 vrcholech, kde magicka´ konstanta k = 8 + 1.
Dı´ky na´sleduj´ıc´ı veˇteˇ mu˚zˇeme potvrdit nebo vyvra´tit mozˇnost distance magic ohod-
nocen´ı u kompletn´ıho bipartitn´ıho grafu Km,n.
Veˇta 1.5. Necht’ m a n jsou dveˇ prˇirozena´ cˇ´ısla tak, zˇe m ≤ n. Graf Km,n je distance
magic tehdy a jen tehdy, plat´ı-li na´sleduj´ıc´ı podmı´nky
1. m+ n ≡ 0 nebo 3 (mod 4) a
2. bud’ n ≤ ⌊(1 +√2)m⌋ nebo 2(2n+ 1)2 − (2m+ 2n+ 1)2 = 1.
Du˚lezˇite´ je, aby obeˇ podmı´nky platili za´rovenˇ. Naprˇ´ıklad graf K1,3 ma´ sice splneˇnu
podmı´nku 1, ale zˇa´dnou z podmı´nek 2, takzˇe nemu˚zˇe by´t distance magic. Oproti tomu
trˇeba kompletn´ı bipartitn´ı graf K3,4 jizˇ ma´ splneˇny obeˇ podmı´nky. O jeho ”
magicˇnosti“
se mu˚zˇeme prˇesveˇdcˇit na´ na´sleduj´ıc´ım obra´zku.
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Obra´zek 21: Distance magic graf K3,4, kde magicka´ konstanta k = 14.
Veˇta 1.6. Jestliˇze G je kompletn´ı multipartitn´ı graf, ktery´ je distance magic, pak G =
Ks1,s2,··· ,sr , kde 1 ≤ s1 ≤ s2 · · · ≤ sr a za´rovenˇ si ≥ 2, pro i = 2, 3, . . . , r.
Veˇta 1.7. Necht’ G je r-pravidelny´ graf, kde r ≥ 1, a necht’ Cn je cyklus tvorˇeny´ n vrcholy,
kde n ≥ 3. Pak G[Cn] je distance magic tehdy a jenom tehdy, je-li n = 4.
1 2
3
46
5
87
Obra´zek 22: Distance magic graf K2[C4] s magickou konstantou k = 27.
Veˇta 1.8. Necht’ G je libovolny´ pravidelny´ graf. Pak G[Kn] je distance magic pro kazˇde´
sude´ n.
Veˇta 1.8 byla doka´za´na v cˇla´nku [5]. Dı´ky n´ı ma´me mozˇnost konstruovat pravidelne´
distance magic grafy na teoreticky nekonecˇneˇ mnoha vrcholech n, kde n je sude´. Tuto
konstrukci uzˇ jsme take´ zmı´nili prˇi definici kompozice (viz obra´zek 15) a budeme ji vyuzˇ´ıvat
i v na´sleduj´ıc´ı kapitole.
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Obra´zek 23: Distance magic graf C3[K2], kde magicka´ konstanta k = 14.
V cˇla´nku [3] bylo doka´za´no, zˇe pokud G je libovolny´ r-pravidelny´ graf na k vrcholech,
kde k je liche´, a Kn je doplneˇk kompletn´ıho grafu na n vrcholech, kde n je take´ liche´ cˇ´ıslo,
pak r je sude´ a graf G[Kn] je distance magic. Kompozici 2-pravidelne´ho grafu na trˇech
vrcholech C3 = K3 s doplnˇkem C3 = K3 mu˚zˇeme videˇt na obra´zku 24.
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Obra´zek 24: Distance magic graf K3[K3], kde magicka´ konstanta k = 30.
Veˇta 1.9. [2] Graf G[Kn], kde G je r-pravidelny´ graf na k vrcholech, nem˚uzˇe by´t distance
magic, je-li n liche´ a k ≡ r ≡ 2 (mod 4).
Veˇta 1.10. Jestliˇze n je sude´ nebo mnp je liche´, m ≥ 1, n > 1 a p > 1, pak mKp[Kn] ma´
distance magic ohodnocen´ı.
Veˇta 1.11. Graf mKp[Kn] nem˚uzˇe by´t distance magic, pokud np je liche´, p ≡ 1 nebo 3
(mod 4) a m je sude´.
Graf GH, tedy karte´zsky´ soucˇin graf˚u G a H, je distance magic pouze v tomto
prˇ´ıpadeˇ.
Veˇta 1.12. [10] Necht’ G je cyklus na n vrcholech Cn a necht’ H je cyklus na k vrcholech
Ck. Pak CnCk, pro n, k ≥ 3 je distance magic tehdy a jenom tehdy, je-li n = k ≡ 2
(mod 4).
Z Veˇty 1.12 vyply´va´, zˇe pocˇet vrchol˚u obou cykl˚u mus´ı by´t stejny´ a za´rovenˇ pocˇet
vrchol˚u mus´ı da´t zbytek 2 po deˇlen´ı cˇtyrˇmi, aby graf CnCk byl distance magic. Nejmensˇ´ı
graf, jenzˇ tyto podmı´nky splnˇuje, je karte´zsky´ soucˇin dvou cykl˚u C6, tedy 4-pravidelny´
graf na 36 vrcholech!
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1.3 Dalˇs´ı zna´me´ vy´sledky o pravidelny´ch distance magic grafech
Pokud budeme mı´t r-pravidelny´ graf, ktery´ je distance magic, pak mu˚zˇeme pla´novat turnaj,
kde kazˇdy´ hra´cˇ odehraje pra´veˇ r za´pas˚u a ve vy´sledne´m soucˇtu s protivn´ıky se stejnou
s´ılou.
Nav´ıc, pokud zna´me pravidelnost a pocˇet vrchol˚u dane´ho grafu, mu˚zˇeme urcˇit magickou
konstantu, jak je uvedeno v cˇla´nku [9], takto.
Veˇta 1.13. Necht’ G je r-pravidelny´ distance magic graf na n vrcholech. Pak magicka´
konstanta v distance magic ohodnocen´ı k = r(n+1)2 .
D˚ukaz. Stupenˇ kazˇde´ho vrcholu v r-pravidelne´m grafu je r. Dle Veˇty 1.2 je kn =
v∈V (G) deg(v)f(v) = r
n
i=1 i = r
n(n+1)
2 . Po vydeˇlen´ı pocˇtem vrchol˚u dostaneme k =
r(n+1)
2 .
Bohuzˇel ne pro vsˇechna r neˇjaky´ r-pravidelny´ distance magic graf existuje. V cˇla´nku [9]
jesˇteˇ bylo doka´za´no na´sleduj´ıc´ı tvrzen´ı.
Veˇta 1.14. Zˇa´dny´ r-pravidelny´ graf, kde r je liche´, nem˚uzˇe by´t distance magic.
Z Veˇty 1.1 plyne, zˇe r-pravidelne´ grafy, kde r je liche´, existuj´ı jen na sude´m pocˇtu
vrchol˚u. Magicka´ konstanta k je ale cele´ cˇ´ıslo, cozˇ by v grafu na sude´m pocˇtu vrcholu
nebylo splneˇno. Z tohoto d˚uvodu neexistuj´ı distance magic grafy s lichou pravidelnost´ı.
Nyn´ı se zby´va´ zameˇrˇit na pocˇet vrchol˚u n dane´ho r-pravidelne´ho grafu, tj. pro ktera´ n
existuje r-pravidelny´ distance magic graf. V cˇla´nku [2] bylo uka´za´no na´sleduj´ıc´ı.
Veˇta 1.15. Pro n sude´ existuje r-pravidelny´ distance magic graf tehdy a jen tehdy, je-li
2 ≤ r ≤ n− 2, r ≡ 0 (mod 2) a bud’ n ≡ 0 (mod 4) nebo n ≡ r + 2 ≡ 2 (mod 4).
Z Veˇty 1.15 plyne, zˇe pokud je n ≡ 0 (mod 4) , pak distance magic graf existuje, je–li
r ≤ n− 2, pokud n deˇlitelne´ 4 beze zbytku nen´ı, pak distance magic graf existuje tehdy a
jenom tehdy, je-li r ≡ 0 (mod 4).
Pro pravidelne´ grafy na liche´m pocˇtu vrchol˚u je to slozˇiteˇjˇs´ı. Zat´ım nen´ı zna´m zp˚usob,
jak obecneˇ popsat existenci pravidelne´ho distance magic grafu liche´ho rˇa´du. Pro 2-pravidelne´
grafy rˇa´du n, kde n je liche´, vsˇak distance magic ohodnocen´ı neexistuje.
D˚ukaz. Magicka´ konstanta je v tomto prˇ´ıpadeˇ k = 2(n+1)2 = n + 1. Z Veˇty 1.4 vsˇak
plyne, zˇe distance magic graf G s magickou konstantou k = n + 1 existuje tehdy a jen
tehdy, je–li G = tC4.
Pro neˇktere´ vysˇsˇ´ı pravidelnosti vsˇak uzˇ byla tato existence doka´za´na, konkre´tneˇ pro 4-
pravidelne´ v cˇla´nku [5] a pro (6, 8, 10, 12)-pravidelne´ v cˇla´nku [6]. Vy´sledky jsou na´sleduj´ıc´ı.
Veˇta 1.16. 4-pravidelny´ distance magic graf na liche´m pocˇtu vrchol˚u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n ≥ 17.
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Veˇta 1.17. 6-pravidelny´ distance magic graf na liche´m pocˇtu vrchol˚u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n = 9 nebo n ≥ 13.
Veˇta 1.18. 8-pravidelny´ distance magic graf na liche´m pocˇtu vrchol˚u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n ≥ 15.
Veˇta 1.19. 10-pravidelny´ distance magic graf na liche´m pocˇtu vrchol˚u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n ≥ 15.
Veˇta 1.20. 12-pravidelny´ distance magic graf na liche´m pocˇtu vrchol˚u n existuje tehdy a
jen tehdy, je-li n ≥ 15.
Nav´ıc v pra´ci me´ho kolegy Mateˇje Krbecˇka je doka´za´no, zˇe 14-pravidelny´ distance ma-
gic graf na liche´m pocˇtu vrchol˚u n existuje tehdy a jen tehdy, je-li n ≥ 19 [8].
Po shrnut´ı teˇchto podmı´nek, ktere´ jsou nutne´ pro existenci distance magic grafu,
prˇejdeme do hlavn´ı kapitoly, ktera´ se bude skla´dat ze trˇ´ı cˇa´sti.
V prvn´ı cˇa´sti pop´ıˇseme novou konstrukci distance magic graf˚u pomoc´ı prˇida´n´ı kompo-
nenty, ktera´ byla uvedena v cˇla´nku, jehozˇ autory jsou Petr Kova´rˇ a Adam Silber [7].
Druha´ cˇa´st bude veˇnova´na zp˚usobu spojen´ı nesouvisle´ho grafu, ktery´ vznikl pra´veˇ touto
konstrukc´ı, a za´rovenˇ zachova´n´ı mozˇnosti distance magic ohodnocen´ı vy´sledne´ho sou-
visle´ho grafu G.
V posledn´ı cˇa´sti pak nacˇneme proble´m mozˇnosti existence kra´le turnaje ve vyronane´m
neu´plne´m turnaji, jenzˇ bude da´le rozv´ıjen v dalˇs´ıch publikac´ıch.
2 Hlavn´ı vy´sledek
2.1 Konstrukce r-pravidelny´ch distance magic graf˚u prˇida´n´ım kompo-
nenty
Na´sleduj´ıc´ı tvrzen´ı bylo jizˇ doka´za´no v cˇla´knu [7]. V te´to pra´ci poskytneme alternativn´ı
d˚ukaz. V dalˇs´ı cˇa´sti pak konstrukci rozsˇ´ıˇr´ıme tak, abychom umeˇli sestavit souvisly´ graf s
dany´mi parametry.
Veˇta 2.1. Necht’ G je distance magic graf na n vrcholech, ktery´ je r-pravidelny´. Pak
umı´me sestavit r-pravidelny´ graf G ∪H na n +m vrcholech, ktery´ je distance magic pro
sude´ m ≥ r + 2, kde m je pocˇet vrchol˚u komponenty H. Pro r ≡ 0 (mod 4) je m sude´.
Pro r ≡ 2 (mod 4) je m ≡ 0 (mod 4).
Pro m = r + 2 komponenta H vznikne kompozic´ı graf˚u Km
2
a K2, znacˇ´ıme Km
2
[K2].
Pro m > r + 2 komponenta H vznikne kompozic´ı neˇjake´ho r2 -pravidelne´ho grafu na
m
2
vrholech (oznacˇme tento graf jako F ) a doplnˇku u´plne´ho grafu na dvou vrcholech K2, tedy
H = F [K2].
Pozna´mka 2.1. Je trˇeba da´t pozor, aby graf F byl definovany´. Pokud by jeho pravidelnost
meˇla by´t licha´ a za´rovenˇ byl lichy´ i pocˇet vrchol˚u, tak F neexistuje, nebot’ soucˇet stupnˇ˚u
vrchol˚u grafu je vzˇdy sudy´ podle principu sudosti.
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Konstrukce r-pravidelne´ho distance magic grafu pomoc´ı prˇ´ıda´n´ı komponentyH prob´ıha´
na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem.
Pozna´mka 2.2. Ohodnocen´ı grafu G ∪H budeme znacˇit f ′.
Pozna´mka 2.3. Magickou konstantu grafu G ∪H v ohodnocen´ı f ′ budeme znacˇit k′.
Konstrukce
• K distance magic grafu G na n vrcholech prˇida´me komponentu H na m vrcholech,
kdem ≥ r+2,m je sude´ pro r ≡ 0 (mod 4) nebom ≡ 0 (mod 4) pro r ≡ 2 (mod 4),
a kde vrcholy H jsou tvorˇeny partitami {xi, yi} pro i = 1, 2, . . . , m2 .
• komponenta H je r-pravidelny´ (pro m = r + 2 dokonce kompletn´ı K2, 2, . . . , 2  
m
2
)
multipartitn´ı graf , kde hrany vedou mezi vrcholy, ktere´ lezˇ´ı v r˚uzny´ch partita´ch
tak, zˇe pocˇet hran vedouc´ıch z kazˇde´ho vrcholu je r a soucˇet ohodnocen´ı sousedn´ıch
vrchol˚u kazˇde´ho vrcholu je k,
• ohodnot´ıme vrcholy podle na´sleduj´ıc´ıho prˇedpisu
f ′(v) =

f(v) + m2 pro v ∈ V (G),
i pro xi ∈ V (H), kde i = 1, 2, . . . , m2 ,
m+ n+ 1− i pro yi ∈ V (H), kde i = 1, 2, . . . , m2 .
(1)
• vznikne novy´ graf G ∪H, ktery´ je r-pravidelny´ a distance magic, kde magicka´ kon-
stanta k′ = r(m+n+1)2
Nyn´ı doka´zˇeme tvrzen´ı Veˇty 2.1.
Veˇta 2.1 rˇ´ıka´, zˇe pokud budeme mı´t r-pravidelny´ distance magic graf G na n vrcholech,
pak po prˇ´ıda´n´ı komponenty H na m ≥ r + 2 vrcholech, kde m je sude´ pokud r ≡ 0
(mod 4), pro r ≡ 2 (mod 4) je m ≡ 0 (mod 4), umı´me sestavit r-pravidelny´ graf G ∪H
na n+m vrcholech, ktery´ je take´ distance magic.
Du˚kaz se bude skla´dat ze trˇ´ı cˇa´st´ı.
V prvn´ı cˇa´sti doka´zˇeme, zˇe va´hy vrchol˚u grafu G ∪ H jsou shodne´, tedy zˇe G ∪ H ma´
distance magic ohodnocen´ı.
V druhe´ cˇa´sti d˚ukazu uka´zˇeme, zˇe komponenta H ma´ stejnou pravidelnost jako kompo-
nenta G, tud´ızˇ vy´sledny´ graf G ∪H je pravidelny´.
V trˇet´ı cˇa´sti se prˇesveˇdcˇ´ıme, zˇe i po prˇeznacˇen´ı vrchol˚u obou komponent bude mı´t kazˇdy´
vrchol jinou hodnotu.
D˚ukaz shodny´ch vah. Vı´me, zˇe graf G je distance magic, ohodnocen´ı kazˇde´ho jeho vr-
cholu v je f(v) = i, pro i = 1, 2, . . . , n. Va´ha kazˇde´ho vrcholu grafu G je tedy rovna
magicke´ konstanteˇ k, neboli wf (v) =

u∈N(v) f(u) = k.
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Po prˇida´n´ı komponenty H se vsˇechna ohodnocen´ı vrchol˚u komponenty G zvy´sˇ´ı o stej-
nou hodnotu, tedy f ′(v) = f(v) + m2 , pro v ∈ V (G). Va´ha kazˇde´ho vrcholu v v nove´m
ohodnocen´ı f ′ komponenty G bude wf ′ (v) =

u∈N(v) f
′(u) =

u∈N(v)

f(u) + m2

=
u∈N(v) f(u) + r
m
2 = k + r
m
2 =
r(n+1)
2 +
rm
2 =
r(m+n+1)
2 .
Vı´me take´, zˇe komponenta H je tvorˇena m2 partitami kazˇda´ o dvou vrcholech {xi, yi}, kde
hrany vedou z kazˇde´ho vrcholu do r2 partit tak, aby kazˇdy´ vrchol byl stupneˇ r. Va´ha vr-
cholu xi a yi proto bude stejna´, tedy wf ′ (xi) = wf ′ (yi) =
r

f
′
(xi)+f
′
(yi)

2 =
r(i+m+n+1−i)
2 =
r(m+n+1)
2 , kde

f
′
(xi)+f
′
(yi)

je soucˇet kazˇde´ partity komponenty H. Va´hy vrchol˚u kom-
ponent G a H jsou tedy totozˇne´.
D˚ukaz pravidelnosti. KomponentaH je stejneˇ pravidelna´ jako komponenta G. Uveˇdomı´me-
li si, zˇe z kazˇde´ partity komponenty H vedou dveˇ hrany do r2 partit, dostaneme vztah pro
stupenˇ vrcholu v komponenteˇ H 2 r2 = r. Pravidelnost komponenty G z˚ustane r.
D˚ukaz bijektivnosti f ′. K doka´za´n´ı toho, zˇe kazˇdy´ vrchol bude mı´t po prˇeznacˇen´ı je-
dinecˇnou hodnotu, vyuzˇijeme jednoduchy´ch zna´zorneˇn´ı intervalu dany´ch hodnot. Graf
G na n vrcholech ma´ p˚uvodn´ı ohodnocen´ı f vrchol˚u celocˇ´ıselny´mi hodnotami z intervalu
[1, n], kazˇdy´ vrchol je ohodnocen pra´veˇ jednou hodnotou z tohoto intervalu.
1 n
f
Obra´zek 25: Interval hodnot vrchol˚u grafu G.
Po prˇeznacˇen´ı vrchol˚u dle funkce f ′(v) se sta´vaj´ıc´ı hodnoty kazˇde´ho vrcholu kompo-
nenty G zvy´sˇ´ı o m2 , prvn´ıch
m
2 hodnot, tedy hodnot z intervalu [1,
m
2 ], prˇipadne vzˇdy
vrchol˚um xi, pro i = 1, 2, . . . ,
m
2 dle prˇedpisu f
′, hodnoty vrchol˚u komponenty G budou
pote´ zrˇejmeˇ z intervalu [m2 + 1,
m
2 + n].
Nyn´ı zby´va´ prˇiˇradit hodnoty zby´vaj´ıc´ım m2 vrchol˚um komponenty H, vrchol˚um yi ∈
V (H) prˇiˇrazujeme hodnoty m2 +n+1,
m
2 +n+2, . . . ,
m
2 +n+
m
2 , tedy cela´ cˇ´ısla z intervalu
[m2 + n+ 1,m+ n].
1 m2 +1m2 +nm2 +nmn+1+m2
f' H HG
Obra´zek 26: Interval hodnot vrchol˚u komponent H a G, vyznacˇene´ modrou, respektive
cˇervenou barvou.
Z Obra´zku 26 je tedy zrˇejme´, zˇe kazˇdy´ zm+n vrchol˚u grafu G∪H ma´ jine´ ohodnocen´ı.
2 HLAVNI´ VY´SLEDEK 21
Prˇ´ıklad konstrukce 6-pravidelne´ho distance magic grafu prˇida´n´ım
komponenty
Meˇjme 6-pravidelny´ graf G na 9 vrcholech, ktery´ je distance magic, a jehozˇ magicka´
konstanta je k=30.
Obr.1 - Graf G
1
2 3
4
5
6
7 8
9
Obra´zek 27: Graf G.
• prˇidana´ komponentaH je kompletn´ı 4-partitn´ı grafK2,2,2,2, ktery´ je take´ 6-pravidelny´,
1
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7 8
9
x1 x2
x3
x4
y1 y2
y3
y4
Obra´zek 28: Graf G a komponenta H.
• ohodnot´ıme vrcholy dle na´sleduj´ıc´ıho prˇedpisu
f ′(v) =

f(v) + 4 pro v ∈ V (G),
i pro xi ∈ V (H), kde i = 1, 2, 3, 4,
18− i pro yi ∈ V (H), kde i = 1, 2, 3, 4.
(2)
• va´hy graf˚u G a H jsou stejne´ a jsou rovny magicke´ konstanteˇ k′,
• graf G ∪H je tedy 6-pravidelny´ a distance magic, s magickou konstantou k′ = 54,
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Obra´zek 29: Graf G ∪H.
Pravidelnost grafu G je 6, cozˇ je cˇ´ıslo, ktere´ nen´ı deˇlitelne´ cˇtyrˇmi beze zbytku. Po-
kud bychom tedy chteˇli zvy´sˇit pocˇet vrchol˚u a za´rovenˇ zachovat mozˇnost distance magic
ohodnocen´ı, pocˇet vrchol˚u m komponenty H mus´ı by´t m ≡ 0 (mod 4). Jestlizˇe budeme
vycha´zet z nasˇeho prˇ´ıkladu, tak dalˇs´ı takto konstruovany´ distance magic graf G∪H bude
existovat azˇ na r+ 6 vrcholech, tedy pocˇet vrchol˚u komponenty H bude m = 12. Shrnˇme
tuto situaci v bodech, kterou opeˇt zna´zorn´ıme obra´zky.
• prˇidana´ komponenta H je 6-partitn´ı graf K2, 2, . . . , 2  
6
, ktery´ je 6-pravidelny´
1
2 3
4
5
6
7 8
9
x1 x2
x3
x4
y1 y2
y3
y4
x5
y5
x6
y6
Obra´zek 30: Graf G a komponenta H.
• ohodnot´ıme vrcholy dle na´sleduj´ıc´ıho prˇedpisu
f ′(v) =

f(v) + 6 pro v ∈ V (G),
i pro xi ∈ V (H), kde i = 1, 2, . . . , 6,
22− i pro yi ∈ V (H), kde i = 1, 2, . . . , 6.
(3)
• va´hy graf˚u G a H jsou stejne´ a jsou rovny magicke´ konstanteˇ k′,
• graf G ∪H je tedy 6-pravidelny´ a distance magic, s magickou konstantou k′ = 66,
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Obra´zek 31: Graf G ∪H.
2.2 Sestaven´ı souvisle´ho grafu
Graf G ∪ H je distance magic, ale nesouvisly´. Prˇedstavuje zakreslen´ı neˇjake´ho turnaje,
kde se hra´cˇi mezi sebou utka´vaj´ı ve dvou skupina´ch, ktere´ prˇedstavuj´ı komponenty G a
H. Je vsˇak rozumne´ pozˇadovat vza´jemnou konfrontaci ty´mu˚ mezi teˇmito skupinami, tedy
aby hra´cˇi ze skupiny G meˇli mozˇnost utkat se s hra´cˇi skupiny H a naopak. Nyn´ı uka´zˇeme,
jak to zajistit. Tedy jak z nesouvisle´ho grafu G ∪ H udeˇlat graf souvisly´, a za´rovenˇ aby
z˚ustala zachova´na podmı´nka distance magic ohodnocen´ı.
Oznacˇme vrcholy komponenty G v1, v2, . . . , vn, a vrcholy komponenty H w1, w2, . . . , wn.
Pokusme se nale´zt v obou komponenta´ch cyklus na cˇtyrˇech vrcholech C4, ktery´ je v kompo-
nenteˇ G tvorˇeny´ vrcholy v1, v2, v3, v4 a v komponenteˇH vrcholy w1, w2, w3, w4. Podmı´nkou
je, aby soucˇet ohodnocen´ı kazˇdy´ch dvou nesousedn´ıch vrchol˚u v teˇchto cyklech obou kom-
ponent byl stejny´.
Pozna´mka 2.4. Pro prˇehlednost budeme podgraf C4 komponenty G znacˇit CG. Podgraf
C4 komponenty H oznacˇme CH .
v
w1
4
v1
v2
v3
w2
w3
w4
Obra´zek 32: Indukovane´ cykly CG a CH .
Dle obra´zku 32 chceme naj´ıt takove´ cykly, aby soucˇet ohodnocen´ı dvou nesousedn´ıch
vrchol˚u byl roven neˇjaky´m prˇirozeny´m cˇ´ısl˚um a a b, tedy f(v1)+f(v3) = f(w1)+f(w3) = a
a f(v2)+f(v4) = f(w2)+f(w4) = b,kde a je va´ha vrchol˚u v2 a v4 v podgrafu CG, ta je rovna
va´ze vrchol˚u w2 a w4 v podgrafu CH , podobneˇ b je va´ha vrchol˚u v1 a v3 v CG a rovna va´ze
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vrchol˚u w1 a w3 v CH . Protozˇe tyto va´hy se rovnaj´ı v obou cyklech, tak po odstraneˇn´ı hran
p˚uvodn´ıch cykl˚u mu˚zˇeme prˇidat jine´ hrany vedouc´ı mezi vrcholy v1, v2, v3, v4 komponenty
G a vrcholy w1, w2, w3, w4 komponenty H, jak zna´zornˇuje na´sleduj´ıc´ı obra´zek.
v
w1
4
v1
v2
v3
w2
w3
w4
Obra´zek 33: Hrany vedouc´ı mezi vrcholy obou komponent.
Obecneˇ, mu˚zˇeme v obou komponenta´ch grafu G ∪H nale´zt cykly (splnˇuj´ıc´ı vy´sˇe uve-
dene´ podmı´nky), kdy a i b jsou r˚uzna´ cˇ´ısla, ale i cykly, kde a = b. Ukazˇme si tyto situace
na prˇ´ıkladech.
Meˇjme distance magic graf G ∪H na 17 vrcholech (Obra´zek 29). Na´sleduj´ıc´ı obra´zek
zvy´raznˇuje cykly CG a CH , ktere´ splnˇuj´ı vy´sˇe uvedene´ podmı´nky.
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Obra´zek 34: Komponenty G a H se zvy´razneˇny´mi cykly CG a CH .
Zvy´razneˇny´ cyklus CG je tedy tvorˇen vrcholy 5, 8, 10, 13, cyklus CH tvorˇ´ı vrcholy
1, 2, 16, 17. Va´hy protilehly´ch vrchol˚u jsou v1 + v3 = v2 + v4 = w1 + w3 = w2 + w4 = 18.
10
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2
Obra´zek 35: Cykly C4 komponent G a H.
Po odstraneˇn´ı hran tvorˇ´ıc´ı jednotlive´ cykly, a prˇipojen´ı vrchol˚u mezi komponentami
tak, aby jejich va´hy z˚ustaly shodne´ vypada´ graf G∪H s jedinou komponentou souvislosti
na´sledovneˇ.
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Obra´zek 36: Souvisly´ graf G ∪H.
Pro a ̸= b vezmeˇme nyn´ı distance magic graf G ∪H na 21 vrcholech (obr 31) a opeˇt
vyznacˇme vhodne´ cykly.
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Obra´zek 37: Komponenty G a H se zvy´razneˇny´mi cykly CG a CH .
Zvy´razneˇny´ cyklus CG tvorˇ´ı vrcholy 7, 12, 15, 8, cyklus CH je tvorˇen vrcholy 19, 4, 3, 16.
Va´hy kazˇdy´ch dvou vrchol˚u v teˇchto cyklech jsou r˚uzne´, tedy v1 + v3 = w1 + w3 = 22 a
v2 + v4 = w2 + w4 = 20.
8
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16
Obra´zek 38: Cykly C4 komponent G a H.
Opeˇt odstran´ıme hrany jednotlivy´ch cykl˚u a prˇida´me nove´, ktere´ budou propojovat
jednotlive´ komponenty.
2 HLAVNI´ VY´SLEDEK 26
7
8 9
1012
13 14
15 1 2
3
4
21 20
19
18
5
17
6
16
11
Obra´zek 39: Souvisly´ graf G ∪H.
Mu˚zˇeme tedy vyslovit na´sleduj´ıc´ı tvrzen´ı.
Veˇta 2.2. Meˇjme r-pravidelny´ distance magic graf se dveˇmi komponentami G a H, pro
r ≥ 4. Je–li G komponenta na n vrcholech s podgrafem C4 v1v2v3v4, kde f(v1) + f(v3) =
f(v2) + f(v4) = a, kde a je va´ha vrchol˚u v1, v2, v3 a v4, a soucˇasneˇ H je komponenta na
m vrcholech s podgrafem C4 w1w2w3w4, kde f(w1) + f(w3) = f(w2) + f(w4) = a, a kde
a je va´ha vrchol˚u w1, w2, w3 a w4, prˇicˇemzˇ alesponˇ jedna komponenta z˚ustane souvisla´ po
odebra´n´ı hran uvedene´ho cyklu C4, tak umı´me naj´ıt souvisly´ r-pravidelny´ distance magic
graf G ∪H na n+m vrcholech.
Veˇtu 2.2 umı´me dokonce zes´ılit pro prˇ´ıpad, kdy f(v1) + f(v3) = a = f(w1) + f(w3) a
za´rovenˇ f(v2) + f(v4) = b = f(w2) + f(w4).
A nav´ıc, ma´me–li da´n takovy´ r-pravidelny´ souvisly´ distance magic graf G na n vrcholech,
pro r ≥ 4, ktery´ obsahuje podgraf C4 tak, zˇe f(v1) + f(v3) = f(v2) + f(v4) = n + 1, tak
v prˇidane´ komponenteˇ H umı´me potrˇebny´ podgraf C4 naj´ıt vzˇdy. Stacˇ´ı vz´ıt v1 = xi, v3 =
yi, v2 = xj a v4 = yj , pro neˇjaka´ prˇirozena´ i, j.
Mu˚zˇeme proto rˇ´ıci, zˇe obsahuje–li graf G ve Veˇteˇ 2.1 nav´ıc podgraf C4 v1v2v3v4, kde
f(v1) + f(v3) = f(v2) + f(v4) = n+1, tak umı´me naj´ıt takovy´ r-pravidelny´ graf, ktery´ je
souvisly´.
2.3 Kra´l turnaje a distance magic grafy
V te´to cˇa´sti se zameˇrˇ´ıme na hleda´n´ı kra´le v distance magic grafech. Prˇipomenˇme, zˇe kra´l je
takovy´ vrchol, z neˇhozˇ vede orientovana´ cesta de´lky nejvy´sˇe 2 do vsˇech ostatn´ıch vrchol˚u.
Nasˇim prˇedmeˇtem zkouma´n´ı budou neorientovane´ distance magic, chceme totizˇ navrhnout
takovy´ spravedlivy´ turnaj, kde si kazˇdy´ hra´cˇ jesˇteˇ prˇed zaha´jen´ım vza´jemny´ch souboj˚u
mu˚zˇe rˇ´ıci, zˇe je na tom stejneˇ jako ostatn´ı. A za jaky´ch podmı´nek se vrchol (hra´cˇ) mu˚zˇe
sta´t kra´lem neu´plne´ho turnaje?
• turnaj mus´ı by´t neremı´zovy´ (naprˇ. tenisovy´ cˇi volejbalovy´ turnaj),
• odehraj´ı se jednotlive´ za´pasy (zorientuj´ı se hrany grafu).
Pote´ mu˚zˇeme prove´st rozbor vy´sledne´ho orientovane´ho grafu–kolik kdo vyhra´l za´pas˚u
nebo zda se stal neˇjaky´ hra´cˇ kra´lem turnaje.
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Pokud bychom se zameˇrˇili na mozˇnost existence kra´le turnaje v grafu, jesˇteˇ prˇed orientac´ı,
pak ve vy´sledku mu˚zˇeme doj´ıt k takovy´mto vy´sledk˚um:
- v grafu G ma´ kazˇdy´ vrchol stejnou sˇanci sta´t se kra´lem,
- v grafu G existuj´ı vrcholy, ktere´ mohou by´t kra´lem, ale i vrcholy, ktere´ nemohou by´t
kra´lem,
- v grafu G nemu˚zˇe by´t zˇa´dny´ vrchol kra´lem.
Pro analy´zu teˇchto situac´ı vyuzˇijeme pojmy excentricita vrcholu a pr˚umeˇr grafu.
Meˇjme neˇjaky´ r-pravidelny´ G na n vrcholech.
- jeli pr˚umeˇr grafu G nejvy´sˇe 2, pak v tomto grafu ma´ kazˇdy´ vrchol stejnou sˇanci sta´t
se kra´lem,
- existuj´ı-li v grafuG vrcholy s excentricitou nejvy´sˇe 2 a za´rovenˇ vrcholy s excentricitou
veˇtsˇ´ı nezˇ 2, pak v tomto grafu existuj´ı vrcholy, ktere´ mohou by´t kra´lem, ale take´
vrcholy, ktere´ nemohou by´t kra´lem,
- je-li excentricita kazˇde´ho vrcholu grafuG veˇtsˇ´ı nezˇ 2, nebo pokud grafG je nesouvisly´
graf, pak v tomto grafu zˇa´dny´ vrchol nemu˚zˇe by´t kra´lem.
My se vsˇak chceme zameˇrˇit na hleda´n´ı kra´le v distance magic grafech–tedy vyrov-
nany´ch nekompletn´ıch turnaj´ıch (EIT).
Pokud si vezmeme neˇjaky´ libovolny´ r-pravidelny´ graf G na n vrcholech, jehozˇ pr˚umeˇr
diam(G) ≤ 2 nebo pokud v tomto grafu existuj´ı vrcholy s excentricitou ecc(v) ≤ 2 a
za´rovenˇ ecc(v) ≥ 2, pro v ∈ V (G), a slozˇ´ıme ho s doplnˇkem kompletn´ıho grafu K2m, kde
m ≥ 1, pak dostaneme graf G[K2m], ktery´ je distance magic, dle Veˇty 1.8. Graf G[K2m]
je tvorˇen n partitami, kde kazˇda´ partita obsahuje 2m vrchol˚u. Pokud vedla hrana mezi
vrcholy u a v v grafu G, pak v grafu G[K2m] povedou hrany mezi kazˇdou dvojic´ı vrchol˚u
partit Pu a Pv, kde partita Pu obsahuje vrcholy {u1, u2, . . . , u2m} a partita Pv je tvorˇena
vrcholy {v1, v2, . . . , v2m}. Pokud v grafu G excentricita vrcholu ecc(v) ≤ x, pak i v grafu
G[K2m] excentricita vsˇech vrchol˚u partity ecc(Pv) ≤ x, pro x ≥ 2. Jednotlive´ vrcholy pak
mu˚zˇeme ohodnotit tak, aby soucˇet ohodnocen´ı vsˇech vrchol˚u v partiteˇ byl roven stejne´mu
cˇ´ıslu pro kazˇdou partitu, cozˇ zajist´ı stejnou va´hu kazˇde´mu vrcholu grafu G[K2m]. Ukazˇme
tato tvrzen´ı na prˇ´ıkladech.
Vezmeˇme si neˇjaky´ r-pravidelny´ graf G na n vrcholech, kde excentricita kazˇde´ho vr-
cholu ecc(v) ≤ 2, pro v ∈ V (G). Takovy´ graf mu˚zˇe by´t naprˇ´ıklad Petersen˚uv graf P ,
cozˇ je 3-pravidelny´ graf na 10 vrcholech, ktery´ je vrcholoveˇ tranzitivn´ı, a kde excentricita
kazˇde´ho vrcholu je 2, tud´ızˇ kazˇdy´ vrchol ma´ stejnou sˇanci sta´t se kra´lem v turnaji, ktery´
vznikne orientac´ı Petersenova grafu.
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Obra´zek 40: Peterson˚uv graf P .
Kompozic´ı grafu P s doplnˇkem kompletn´ıho grafu K2 z´ıska´me 6-pravidelny´ distance
magic graf na 20 vrcholech, kde excentricita kazˇde´ho vrcholu je take´ 2. Na obra´zku 41
mu˚zˇeme videˇt tento graf s distance magic ohodnocen´ım, kde magicka´ konstanta k = 63.
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Obra´zek 41: Distance magic graf P [K2].
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Opeˇt si vezmeˇme neˇjaky´ 3-pravidelny´ graf na 10 vrcholech s t´ım rozd´ılem, zˇe ne vsˇechny
vrcholy budou mı´t excentricitu nejvy´sˇe dva.
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Obra´zek 42: 3-pravidelny´ graf G na 10 vrcholech s uvedeny´mi excentricitami, kde cˇerveneˇ
vyznacˇene´ vrcholy maj´ı stejnou sˇanci sta´t se kra´lem.
Jak mu˚zˇeme videˇt na Obra´zku 42, sˇanci sta´t se kra´lem v turnaji, ktery´ vznikne orientac´ı
grafu G, budou mı´t pouze vrcholy s excentricitou 2 (cˇervene´ vrcholy). Kompozic´ı G s
doplnˇkem kompletn´ıho grafuK2 z´ıska´me 6-pravidelny´ distance magic graf na 20 vrcholech,
kde excentricita vrchol˚u je take´ 2, 3 nebo 4.
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Obra´zek 43: Distance magic graf G[K2].
Pokud bychom srovnali oba grafy–graf P z Obra´zku 40 a graf G z Obra´zku 42, tak
mu˚zˇeme rˇ´ıci, zˇe pro pla´nova´n´ı vyrovnany´ch neu´plny´ch turnaj˚u, kde kazˇdy´ vrchol ma´ stej-
nou sˇanci sta´t se kra´lem, je vhodneˇjˇs´ı volit takove´ souvisle´ r-pravidelne´ grafy, ktere´ jsou
vrcholoveˇ tranzitivn´ı s pr˚umeˇrem nejvy´sˇe 2. Pokud takovy´ graf neexistuje, naprˇ´ıklad pro
grafy s malou pravidelnost´ı na velke´m pocˇtu vrchol˚u, tak pro pla´nova´n´ı neu´plny´ch spor-
tovn´ıch turnaj˚u preferujeme vrcholoveˇ tranzitivn´ı grafy, za prˇedpokladu, zˇe se na´m podarˇ´ı
naj´ıt jejich DM ohodnocen´ı.
Vsˇimneˇme si, zˇe pokud zna´me pr˚umeˇr a pravidelnost grafu, tak jeho pocˇet vrchol˚u je ome-
zen. Pro dane´ r a pr˚umeˇr d je pocˇet vrchol˚u n ≤ 1 + r+ r(r− 1) + r(r− 1)(r− 1) + . . .+
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r(r− 1)(d−1). Pokud ma´ v orientaci r-pravidelne´ho grafu existovat kra´l, mus´ı jeho pr˚umeˇr
by´t nejvy´sˇe 2 a proto pocˇet vrchol˚u n je nejvy´sˇe 1 + r + r(r − 1).
Graf, ve ktere´m nemu˚zˇe by´t zˇa´dny´ vrchol kra´lem, je zrˇejmeˇ graf G, kde kazˇdy´ jeho
vrchol ma´ excentricitu ecc(v) > 2, pro v ∈ V (G). Dalˇs´ı typ grafu, ve ktere´m neexistuje
kra´l, je nesouvisly´ graf.
Existuje ovsˇem mozˇnost, jak z nesouvisle´ho grafu G ∪ H, ktery´ je tvorˇen dveˇmi kom-
ponentami G a H na shodne´m pocˇtu vrchol˚u, vytvorˇit souvisly´ graf I s distance magic
ohodnocen´ım tak, aby kazˇdy´ vrchol meˇl excentricitu nejvy´sˇe 2, tedy stejnou sˇanci sta´t se
kra´lem turnaje v orientovane´m grafu I. Pr˚umeˇr jednotlivy´ch komponent vsˇak mus´ı by´t
nejvy´sˇe 2, tedy diam(G) ≤ 2 a za´rovenˇ diam(H) ≤ 2. Ukazˇme nyn´ı mozˇnosti, ktere´ mohou
nastat.
Necht’ G ∪H je nesouvisly´ graf s komponentami G a H na shodne´m pocˇtu vrchol˚u, kde
excentricita kazˇde´ho vrcholu v jednotlivy´ch komponenta´ch ecc(u) = 1, pro u ∈ V (G),
a za´rovenˇ ecc(v) = 1, pro v ∈ V (H). Pak komponenty G a H budou zrˇejmeˇ kompletn´ı
grafy Kn, ktere´ jsou (n − 1)-pravidelne´. Spoj´ıme-li hranou kazˇdy´ vrchol komponenty G
s neˇjaky´m vrcholem komponenty H tak, aby i kazˇdy´ vrchol z komponenty H byl spojen
s pra´veˇ jedn´ım vrcholem v G, stupenˇ kazˇde´ho vrcholu se zvy´sˇ´ı o 1 a vznikne souvisly´
graf I, kde excentricita kazˇde´ho vrcholu ecc(w) = 2, pro w ∈ V (I). Graf I pak mu˚zˇeme
slozˇit s doplnˇkem kompletn´ıho grafu K2m. Vznikne graf I[K2m], kde excentricita kazˇde´ho
vrcholu je take´ dva, proto I ma´ pr˚umeˇr 2. Pravidelnost se zvy´sˇ´ı 2m-na´sobneˇ. Tuto situaci
si uka´zˇeme na prˇ´ıkladu grafu, jehozˇ komponenty tvorˇ´ı kompletn´ı grafy K4.
Obra´zek 44: Graf G ∪H, kde komponenty G a H jsou kompletn´ı grafy K4.
Kazˇdy´ vrchol obou komponent spoj´ıme hranou mezi sebou. Vznikne souvisly´ graf I,
jehozˇ pr˚umeˇr diam(I) = 2.
Obra´zek 45: Graf I na 8 vrcholech.
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Pozna´mka 2.5. Lze si vsˇimnout, zˇe graf I je vlastneˇ karte´zsky´ soucˇin K4K2.
Graf I pak slozˇ´ıme s doplnˇkem kompletn´ıho grafu K2 a ohodnot´ıme.
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Obra´zek 46: Distance magic graf I ′ na 16-ti vrcholech, kde magicka´ konstanta k = 68, a
jehozˇ pr˚umeˇr 2.
Necht’ G∪H je nyn´ı nesouvisly´ graf s komponentami G a H na shodne´m pocˇtu vrchol˚u,
kde excentricita kazˇde´ho vrcholu v jednotlivy´ch komponenta´ch ecc(u) = 2, pro u ∈ V (G),
a za´rovenˇ ecc(v) = 2, pro v ∈ V (H). Komponenty G a H mohou by´t naprˇ´ıklad cykly
C4, C5 nebo Peterson˚uv graf P . Jestlizˇe aplikujeme podobny´ postup, jako v prˇedchoz´ım
prˇ´ıkladu, tedy spojen´ı kazˇde´ho vrcholu mezi teˇmito komponentami pra´veˇ jednou hranou,
je trˇeba dba´t na spra´vne´
”
propojen´ı“ jednotlivy´ch vrchol˚u, aby ve vy´sledne´m souvisle´m
grafu I meˇl kazˇdy´ vrchol excentricitu nejvy´sˇe 2. Na na´sleduj´ıc´ım obra´zku mu˚zˇeme videˇt
uka´zku sˇpatne´ho i dobre´ho spojen´ı komponent grafu G ∪H, kde G a H jsou cykly C4.
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Obra´zek 47: Vy´sˇe graf I1, kde excentricita kazˇde´ho vrcholu je 3. Nı´zˇe graf I2, jehozˇ pr˚umeˇr
jizˇ je 2.
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Graf I2 jizˇ splnˇuje pozˇadovanou excentricitu kazˇde´ho vrcholu, pak kompozic´ı I2 s
doplnˇkemK2 dostaneme graf I2[K2], ktery´ opeˇt ohodnot´ıme tak, aby tyto hodnoty vrchol˚u
partity da´valy v soucˇtu stejne´ cˇ´ıslo.
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Obra´zek 48: 6-pravidelny´ distance magic graf I ′2 na 16 vrcholech, kde kazˇdy´ vrchol ma´
sˇanci sta´t se kra´lem.
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3 Za´veˇr
Tato pra´ce se veˇnovala proble´mu vyuzˇit´ı graf˚u s distance magic ohodnocen´ım, ktere´ lze
pouzˇ´ıt na pla´nova´n´ı neu´plny´ch sportovn´ıch turnaj˚u.
V u´vodn´ı cˇa´sti jsme nejprve definovali za´kladn´ı pojmy ty´kaj´ıc´ı se graf˚u obecneˇ. V podka-
pitole 1.2 jsme pote´ uvedli prˇehled vy´sledk˚u zameˇrˇene´ na distance magic grafy, ktere´ na´m
pomohly v dalˇs´ıch postupech.
V hlavn´ı cˇa´sti pra´ce jsme se veˇnovali nove´mu zp˚usobu konstrukce teˇchto graf˚u pomoc´ı
prˇ´ıda´n´ı komponenty. Uka´zali jsme, zˇe pokud ma´me r-pravidelny´ graf G na n vrcholech,
ktery´ je distance magic, pak po prˇida´n´ı komponenty H na m vrcholech, kde m ≥ r + 2,
vznikne nesouvisly´ r-pravidelny´ graf G ∪ H na n + m vrcholech, ktery´ je take´ distance
magic. Rˇekli jsme take´, zˇe pocˇet vrchol˚u m komponenty H za´vis´ı na pravidelnosti r grafu
G, je–li totizˇ r ≡ 0 (mod 4) pak m je sude´, pokud ale r ≡ 2 (mod 4), pak m ≡ 0 (mod 4).
Dalˇs´ı z hlavn´ıch c´ıl˚u pra´ce bylo vyrˇesˇen´ı proble´mu nesouvislosti grafu G∪H. Zjistili jsme,
zˇe pokud v jednotlivy´ch komponenta´ch G a H nalezneme podgrafy CG a CH , kde CG
tvorˇ´ı vrcholy v1, v2, v3 a v4 a CH je tvorˇen vrcholy v1, v2, v3 a v4 a za´rovenˇ pokud soucˇty
jednotlivy´ch ohodnocen´ı vrchol˚u f(v1) + f(v3) = f(v2) + f(v4) = a a f(w1) + f(w3) =
f(w2) + f(w4) = a, v prˇ´ıpadeˇ silneˇjˇs´ıho tvrzen´ı f(v1) + f(v3) = a = f(w1) + f(w3) a
za´rovenˇ f(v2)+f(v4) = b = f(w2)+f(w4), nebo va´ha vrcholu wf (v) = n+1, pro v ∈ CG,
prˇicˇemzˇ alesponˇ jedna komponenta z˚ustane po odebra´n´ı tohoto cyklu souvisla´ a pravidel-
nost r ≥ 4, tak umı´me naj´ıt souvisly´ graf G∪H na n+m vrcholech, ktery´ je r-pravidelny´
a distance magic. Pra´veˇ mozˇnost
”
zesouvislen´ı“ komponent G a H na´m umozˇn´ı prˇi na´vrhu
turnaj˚u odstranit neporovnatelnost skupin ty´mu˚, ktere´ prˇedstavuj´ı vrcholy v jednotlivy´ch
komponenta´ch.
V posledn´ı cˇa´sti hlavn´ı kapitoly jsme se zaby´vali mozˇnost´ı existence kra´le turnaje v
distance magic grafech. Uka´zali jsme, zˇe pro tvorbu spravedlivy´ch turnaj˚u, tedy graf˚u
kde kazˇdy´ vrchol ma´ stejnou sˇanci sta´t se kra´lem turnaje, je nejlepsˇ´ı volit souvisle´ vr-
choloveˇ tranzitivn´ı r-pravidelne´ grafy, pokud r ≥ 4. Definovali jsme vsˇak take´ maxima´ln´ı
pocˇet vrchol˚u n, na ktere´m graf G mu˚zˇe existovat, pokud zna´me jeho pr˚umeˇr a pravidel-
nost. Rˇesˇili jsme take´ mozˇnost zesouvislen´ı dvou graf˚u, tak aby ve vy´sledne´m souvisle´m
graf˚u meˇl kazˇdy´ vrchol stejnou sˇanci sta´t se kra´lem turnaje, cozˇ lze splnit pouze v prˇ´ıpadeˇ,
pokud excentricita kazˇde´ho vrcholu v obou komponenta´ch je bud’ 1 nebo 2. Problematika
ty´kaj´ıc´ı se mozˇnost´ı existence kra´l˚u v distance magic grafech bude prˇedmeˇtem zkouma´n´ı
i v budoucnu.
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